Erinnerung: Sei f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V.
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Definition: Fiir jedes k > 1 heisst eine k& x k-Matrix der Form
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Satz: (Jordansche Normalform) Ist f trigonalisierbar, so existiert eine geordnete Basis B von V| so dass

die Darstellungsmatrix g[f]p eine Blockdiagonalmatrix mit Jordanblocken auf der Blockdiagonalen ist.

Zusatz: Dabei gilt weiter:

(a) Fir jedes k > 1 ist die Anzahl der Jordanblécke der Grosse k zum Eigenwert A gleich

2dim Kern ((f — A+ idy)*) — dim Kemn((f — X -idy)*~") — dim Kemn((f — X - idy)**").

(b) Die Diagonalblécke sind bis auf Vertauschung unabhéngig von B.
(c) Die Anzahl der Jordanblécke zum Eigenwert A ist die Dimension des Eigenraums Eig, (f). ]



Folge: Der Endomorphismus f ist diagonalisierbar genau dann, wenn sein Minimalpolynom gleich
[L;(X —X\) ist fur paarweise verschiedene \; € K.

Benterkung: Die obige Version der Jordanschen Normalform beinhaltet insbesondere den Fall, dass K
algehraisch abgeschlossen ist.
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Beispiel: Die folgende reelle Matrix hat die Jordansche Normalform
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Fiir den allgemeinen Fall miissen wir die Jordanblocke aus Begleitmatrizen anstatt aus Eigenwerten zu-

sammensetzen:
T

Definition: Sei P € Maty,.4(K) die Begleitmatrix eines normierten irreduziblen Polynoms p(X) € K[X],
und betrachte die d x d-Elementarmatrix
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Satz: (Jordansche Normalform) Es existiert eine geordnete Basis B von V, so dass die Darstellungsmatrix

s|f]p eine Blockdiagonalmatrix mit Jordanblocken auf der Blockdiagonalen ist.
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Zusatz: Dabei gilt weiter:

(a) Fir jedes k > 1 ist die Anzahl der Jordanblocke der Grésse kd zu einem irreduziblen Polynom p(X)
vom Grad d gleich

[ = (2dim Kern(p(1)") ~ dim Kern(p()*~") — dim Kern(p(/)*")). ]
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(b) Die Diagonalblocke sind bis auf Vertauschung unabhéngig von B.

Folge: Zwei Matrizen sind &hnlich genau dann, wenn sie dieselbe Jordansche Normalform haben bis auf

Vertauschung der Jordanblocke.

Folge: Jede quadratische Matrix ist d&hnlich zu ihrer Transponierten.
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Beispiel: Die folgende reelle Matrix hat die Jordansche Normalform

-1
X o ~L
l
oo (W=l ) g (522 ;
+7 +]:3 -3 5 aa 7
7 O
= < (’1) (4)> 1
i / V-1 : Uy S A_ug — (’lz>
oy =
— T —
. ‘(u”/”z/"z) = Jlauw= 1@ lest Av, = — 3




Beispiel: Die folgende reelle Matrix hat die Jordansche Normalform
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